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o Das Ubungsblatt ist in zwei Teile gegliedert: den Vorbereitungsteil, den Sie vor der Ubung
selbststindig bearbeiten sollen, und den Ubungs-/Nachbereitungsteil, der Aufgaben ent-
hiilt, die in der Ubung besprochen werden und von IThnen anschlieBend zur Nachbereitung
verwendet werden kénnen.

o Fiir den Rest des Semesters gilt: N := N:= {0,1,2,...} und N} := N\ {0}.

Notation von PDA-Regeln 2: Auf Ubungsblatt 7 wurde eine graphische Notation fiir PDAs
eingefiihrt. Fir einige hdufige Félle fliihren wir nun weitere Kurzschreibweisen ein. Sei M =
(@, %, T, q0, Zo, 9, F) ein PDA mit I' = {X;, Xo, ..., X} und a € ¥ U {e}. Wir schreiben

o a,'/e statt a, X1 /e, ...,a, Xi /¢,
o a,I'/al statt a, Xy /aX,...,a, Xi/aXy, mit « € T'*, und
e a statt a,I'/T.

Ubung und Nachbereitung

Ubungsaufgabe U8.1. (PDA Einschrinkungen)

(a) Wir beschrianken die GroBle des Kelleralphabets I' von PDAs und zeigen, dass jede kon-
textfreie Sprache von einem PDA mit |I'| = 2 erkannt werden kann. Skizzieren Sie hierzu
eine allgemeine Ubersetzung von einem PDA mit |I'| > 2 zu einem PDA mit |IV| = 2,
sodass beide Automaten die gleiche Sprache erkennen.

(b) Wir beschrénken die Kellerhohe von PDAs auf maximal k& Kellerzeichen und nennen diese
PDASs k-bounded-Stack-PDA. Insbesonders kann ein solcher PDA keine PUSH-Operationen
ausfiithren, sollten danach mehr als k& Symbole auf dem Stack liegen. Zeigen Sie, dass k-
bounded-Stack-PDA genau die reguldren Sprachen erkennen, indem Sie eine allgemeine
Ubersetzung zu e —NFAs angeben.

Lisungsskizze.

(a) Wir encodieren binir die Stacksymbole I' mit Hilfe von IV = {0,1}. Sei k eine passende
Konstante, sodass |T'| < 2¥. Der neue PDA entfernt zur Durchfiihrung jeder urspriinglichen
Transition, ausgehend von einem Zustand ¢, zunéchst genau k Stackzeichen (z.B. 01101)
und merkt sich die entfernte Zeichenkette iiber eine Reihe von Hilfszustédnden. Beispiels-
weise befindet sich der PDA nach diesen Schritten im Zustand gg1101. Der Zustand qo1101
kodiert also, dass der urspriingliche Automat im Zustand ¢ jenes Stacksymbol X € T’
liest, welches bindr kodiert 01101 ergibt. Nun kann der PDA die urspriingliche Transiti-
on fur ¢, X und dem aktuellen Terminal ausfithren. Hierauf werden mit einer Reihe von
Hilfszustédnden die neuen Stacksymbole bindr kodiert auf den Stack gepusht.

Beim Start des PDAs wird das Startsymbol zunéchst bindr kodiert auf den Keller gepusht.
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(b) Da der Stack beschrénkt ist, kann der e-NFA den Stack in den Zustdnden encodieren:
Q = Q x Uf:o I'" und dementsprechend die Transitionen simulieren. Falls wir L.(M)
betrachten, definieren wir F' = {(q,¢) | ¢ € Q}. Falls wir Lp(M) betrachten, definieren
wir F' = {(¢,a) € Q' | ¢ € F}.

Ubungsaufgabe U8.2. (Kodiergott)

Sein € N4. Fiir ein Wort w € {0, 1}* bezeichnen wir mit (w)s den Dezimalwert des Bindrwortes
in most-significant-bit first Darstellung. Beispielsweise (1100)9 = 12.

Betrachte die Sprache L := {wa®)? | w € {0,1}"}. Beispielsweise gilt 1100a'? € L. Konstruie-
ren Sie einen deterministischen PDA fiir L mit O(n) Stacksymbolen und Zusténden. Auflerdem
soll die Kellerh6he des Automaten stets O(n) beschréankt sein.

Lésungsskizze. Wir setzen (Q, %, T, qn, Zp, d) mit

Q={q0:-- -}

¥ :={0,1,a}

I'={Zy,A1,...,An}
0(¢i, 0, X) ={(qi-1,X)}, firie{1,...,n}, X €T
6(qi, 1, X {(gi-1, AiX)}, firie{1,...,n}, X €T
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Idee: fiir jede Zweierpotenz 2 wird ein Stacksymbol eingefiihrt. Falls wir das Stacksymbol fiir
20 = 1 sehen, lesen wir ein a. Ansonsten zerkleinern wir das Stacksymbol fiir 27+ in zwei
Stacksymbole fiir 2°.

Ubungsaufgabe U8.3. (Zdihlerautomaten)

Wir beschrianken in dieser Aufgabe das Kelleralphabet von PDAs auf nur ein einziges Symbol
und untersuchen die Ausdrucksméchtigkeit dieser Automaten etwas genauer.

(a) Geben Sie eine dquivalente Formulierung als Automaten, die statt des Kellers einen Zé&hler
verwenden, an.

(b) Geben Sie einen solchen Automaten an, der eine nicht regulére Sprache akzeptiert.

(¢) Nun betrachten wir eine Variante, die zuséitzlich noch ein Kellersymbol erlaubt, um den
Anfang des Kellers zu markieren. Geben Sie wieder eine Charakterisierung mit Zahlern an
und einen Automaten, der eine kontextfreie Sprache akzeptiert, die von keinem Automaten
im vorherigen Modell akzeptiert wird.

(d) Geben Sie eine kontextfreie Sprache an, die von keiner der betrachteten Automatenklassen
akzeptiert wird.

Knobelaufgaben (werden nicht im Tutorium besprochen): Die folgenden Aufgaben koénnen alle
unabhéngig voneinander gelost werden:

(e) Geben Sie einen solchen Automaten an, der die Sprache L fiir L = {w € {a,b}* | w = w?}
akzeptiert.



(f) Nun betrachten wir deterministische Varianten dieser Automaten. Zeigen Sie zunéchst,
dass die Klasse dieser deterministischen Automaten unter dem Sprachkomplement abge-
schlossen ist.

(g) Zeigen Sie, dass kein deterministischer Z&hlerautomat die Sprache L akzeptiert. Hinweis:
Wie viele verschiedene Zustande kann ein Automat beim Lesen von Worten der Liange n
erreichen?

(h) Zeigen Sie aus den vorherigen Aussagen, dass nichtdeterministische Automaten mit einem
Zéhler strikt méachtiger sind als deterministische Automaten mit beliebig vielen Zéhlern.

Losungsskizze.

(a) Die Automaten sind dhnlich zu NFAs, aber besitzen einen Zéhler der am Anfang auf eins
steht. Beim Lesen eines Zeichens kann man sich entscheiden, den Zahler zu inkrementieren,
zu dekrementieren, oder gleich zu lassen. Falls der Zahler 0 erreicht, bleibt der Automat
stecken. Solche Automaten nennt man manchmal auch halbblinde Zahlerautomaten. Wir
werden im Folgenden ein Akzeptanzkriterium mit Zahlerwert 0 verwenden.

(b) Der folgende Automat akzeptiert die Sprache {a™b" | n € N5o}.
a/+1 b/—1

a/0 Q b/—1 Q
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(c) In dieser Variante steht der Zéhler am Anfang auf 0 und beim Lesen eines Zeichens kann
der Zéahler auf Gleichheit mit 0 iiberpriift werden. Akzeptiert wird mit Endzustand. Der
folgende Automat akzeptiert die Sprache {w € {a,b}* | |w|s = |w|p}.

a,!0/+1

(v
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,0/0
—>
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€,0/0
/ Ya,!0/—1

b,10/+1

Hier bezeichnet 0 (bzw !0) an der zweiten Stelle einer Transition, dass der Zé&hler (nicht)
gleich null ist. Es ist auch mdoglich diesen Automaten zu determinisieren.

(d) Beispiel: {ww® | w € {a,b}*}
Knobelaufgaben:

(e) Idee: Wir raten eine Stelle k, an der der k-te Buchstabe nicht mit dem k-letzten Buchstaben
iibereinstimmt.
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Durch Vertauschen der Endzustinde erhalten wir ein Komplementierungsverfahren fiir
deterministische Zahlerautomaten analog zu DFA’s.

Bei k Zahlern konnen beim Lesen von Worten der Linge n maximal O(n*) verschiedene
Konfigurationen erreicht werden.

Beweis. Die Anzahl der Zustdnde im Automaten ist konstant. Nach n Schritten kann
jeder Zahler nur einen Wert im Zahlenbereich von 0 bis n annehmen. Damit erhalten wir
1Q|(n + 1)¥ € O(n*) mogliche Konfigurationen. O

Damit fallen alle Worte der Linge n in O(n¥) viele Aquivalenzklassen. Fiir die Sprache L
befindet sich aber jedes Wort in einer eigenen Aquivalenzklasse. Damit fallen die Worte
der Liange n in O(2") verschiedene Aquivalenzklassen. Also kann kein deterministischer
Zahlerautomat die Sprache L akzeptieren.

Angenommen es gibe einen deterministischen Zéhlerautomaten A, der L akzeptiert. Dann
gabe es auch einen deterministischen Zahlerautomaten A’, der L akzeptiert. Widerspruch.
Da wir aber bereits einen nichtdeterministischen Automaten mit einem Zahler konstruiert
haben, der L akzeptiert, ist diese Klasse strikt michtiger.



