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o Tipp: Auf dieser (und dort verlinkten) Website(n) kénnen Sie interaktiv DFAs, NFAs,
reguldre Ausdriicke,... erzeugen, simuliereren, umwandeln,...

o Das Ubungsblatt ist in zwei Teile gegliedert: den Vorbereitungsteil, den Sie vor der Ubung
selbststindig bearbeiten sollen, und den Ubungs-/Nachbereitungsteil, der Aufgaben ent-
hiilt, die in der Ubung besprochen werden und von Ihnen anschlieBend zur Nachbereitung
verwendet werden kénnen.

o Fiir den Rest des Semesters gilt: N := Ny :={0,1,2,...} und Ny := Ny \ {0}.
Vorbereitung (— vor der Ubung selbstindig zu bearbeiten)
Individualaufgabe U3.1. (Wichtige Begriffe)

Uberpriifen Sie, dass Sie die folgenden Begriffe oder Notationen korrekt definieren konnen.

e Ardens Lemma e Produktkonstruktion

Ubung und Nachbereitung

Ubungsaufgabe U3.2. (RE -> e-NFA)

Wandeln sie folgenden reguliaren Ausdruck a|((b]0)(a(b@)*)*) in einen e-NFA um. Folgen Sie
hierfiir strikt dem Vorgehen aus der Vorlesung.

Losungsskizze.
Schritt 1:

a | ((b]0)(a(b0)")") ~ al (b(a(00)*)") ~ a| (b(a®”)") ~> a| (b(ae)*)

Schritt 2:
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Auswahl:
b(ae)*
-~ O
a
Konkatenation:


https://www7.in.tum.de/~esparza/
https://www.tum.de/
https://www21.in.tum.de/team/kappelmk/
https://www21.in.tum.de/~rosskops/
https://www21.in.tum.de/team/stevensl/
https://www.cs.cit.tum.de/tcs/startseite/
https://www.cs.cit.tum.de/tcs/lehre/sommersemester-2023/theo/
https://ivanzuzak.info/noam/webapps/fsm_simulator/
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Konkatenation:

Ubungsaufgabe U3.3. (e-NFA -> RE)
Wandeln Sie folgenden e-NFA in einen reguldren Ausdruck um. Folgen Sie dem Vorgehen in der
Vorlesung und eliminieren Sie die Zustdnde in aufsteigender Reihenfolge.

RO O
L

Losungsskizze.
Preproccessing:



-
\(

Eliminiere 0:

»@$%$

Vereinige Transitionen:

al(aa)

»@H@DH

Eliminiere 1:
»@H%)H
b(al(aa))

”@ b(al(aa)))

Der entstehende reguldre Ausdruck ist: a(b(al(aa)))*

Eliminiere 2:

Ubungsaufgabe U3.4. (Ardens Lemma)
Gegeben sei folgender Automat M = ({q1, ¢2,q3},{a,b},d,q1,{qs}):
b

;
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MO O

Berechnen Sie mit dem GauB-Verfahren und Ardens Lemma einen reguldren Ausdruck o mit

L(a) = L(M).



Liosungsskizze. Gleichungssystem:

X1 ECLXQ’ng (1)
Xo = aX3|bXs (2)
XgECLXg’bX”E (3)

Gleichung (2) nach X2 aufldsen und in (1) einsetzen:

X9 =b"aX3 (4)
X1 = ab*aXs3|bXs = (ab*a|b) X3 (5)

Gleichung (5) in (3) einsetzen und auflosen:

X3 =aX3|b(ab"a|b)Xs|e€ (6)
= (a|b(ab*a|b))* (7)
= (a|bb|bab*a)* (8)
Einsetzen in (5):
X1 =a=(ab*a|b)(a|bb|bab*a)* 9)

Ubungsaufgabe U3.5. (Produktkonstruktion)

(a) Konstruieren Sie einen DFA M mit L(M) = L(M;) N L(Ms), indem Sie die Produktkon-
struktion verwenden. Ist M minimal?
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a a,b
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(b) Konstruieren Sie nun einen Automaten fiir L(M;) U L(Ms).

Losungsskizze.

(a)

Der DFA M ist nicht minimal. Er akzeptiert die gleiche Sprache wie Mj.

(b) Wir konnen das Ergebnis aus (a) wiederverwenden. Wir miissen nur die Finalzustédnde
andern. Es sind nun (¢, ¢) und (r, g) Endzustande.



Ubungsaufgabe U3.6. (Noch mehr Abschlussspaj3)

In der Vorlesung haben Sie verschiedenste Abschlusseigenschaften von reguldren Sprachen gese-
hen. In dieser Aufgabe beweisen wir eine weitere solche Abschlusseigenschaft.

Betrachte zwei Alphabete 3, A und eine Funktion h : ¥ — A*, die Buchstaben aus ¥ zu
Worter in A* umwandelt.

Jede solche Funktion kann rekursiv auf eine Funktion A* : 3* — A* erweitert werden, die Wor-
ter aus X* zu Worter in A* umwandelt, indem sie sukzessiv die Buchstaben des Eingabewortes
mit Hilfe von h transformiert. Formell:

h*(e) =€ und h*(aw) = h(a)h*(w) firaeX,we¥*
Beispiel: Sei ¥ = {a,b,c}, A={T,H,Q,E,O} und h : ¥ — A* definiert durch
h(a) == EO h(b) =Q h(c) =TH
Dann gilt

h*(cab) = h(c)h*(ab) = h(c)h(a)h*(b) = h(c)h(a)h(b)h* () = h(c)h(a)h(b)
=THh(a)h(b) = THEO(b) = THEOQ
Sei L nun eine Sprache iiber dem Alphabet ¥ und A : ¥ — A* ein Funktion. Wir definieren
h(L) = {h*(w) | w € L}. Beachte, dass h(L) C A*.
Zeigen Sie: wenn L reguldr ist, dann ist auch A(L) reguldr. Fiir Thren Beweis diirfen Sie
folgende Gleichungen fiir alle Sprachen L1, Ly C ¥* ohne Beweis verwenden':

(i) h(L1U Ly) = h(L1) U k(L) (ili) h(L7) = h(L1)"
(ii) A(L1L2) = h(L1)h(L2)

Lésungsskizze. Sei r ein reguldrer Ausdruck fiir L. Wir definieren einen neuen reguldren Ausdruck
H(r) rekursiv:

« HD) =0 s H(aB)=H(a)H(B)

P e = R « Hial§) = Hio) | H(?)
e H(a) = h(a), wobei by ---b, == by---b,
fiir by, ..., b, € A? o H(a*)=H(w)*

Wir beweisen nun mittels struktureller Induktion, dass die Definition korrekt ist, d.h. L(H(r)) =
h(L(r))-

Fall r = 0. Dann L(H(0)) = L(0) = 0 = h(D) = h(L(D)).
(

) = L(€e) = {e} = {h(e)} = h({e}) = h(L(€)).

Fall » = a. Sei h(a) = by - - by.
Dann L(H(a)) = L(h(a)) = L(by ---by,) = {b1--- b} = {h(a)} = h{a} = h(L(a)).

Fall » = €. Dann L(H

!die Beweise iiberlassen wir Thnen als Ubung.

?Beachte: a ist ein regulirer Ausdruck. Diesen méchten wir mit H(-) in einen neuen reguliren Ausdruck iiberset-
zen. Hierfiir verwenden wir den zu a korrespondierenden Buchstaben a. Diesen kénnen wir mit A(-) in ein Wort
h(a) = b1 - -- b, wandeln. Dieses Wort miissen wir schlielich in den korrespondierenden reguliaren Ausdruck
b1 - - - b, wandeln.



Fall r = af.

Als Induktionshypothesen erhalten wir L(H («)) = h(L(«)) und L(H(B)) = h(L(B)). Wir

folgern:

L(H(ap)) = L(H(o)H(B)) = L(H())L(H(S))
2 R(L(@)L(B) = h(L(aB))
Fall =« | und r = o*.
Analog zu vorherigem Fall.



