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o Tipp: Auf dieser (und dort verlinkten) Website(n) kénnen Sie interaktiv DFAs, NFAs,
reguldre Ausdriicke,... erzeugen, simuliereren, umwandeln,...

o Das Ubungsblatt ist in zwei Teile gegliedert: den Vorbereitungsteil, den Sie vor der Ubung
selbststindig bearbeiten sollen, und den Ubungs-/Nachbereitungsteil, der Aufgaben ent-
hiilt, die in der Ubung besprochen werden und von Ihnen anschlieBend zur Nachbereitung
verwendet werden kénnen.

o Fiir den Rest des Semesters gilt: N := Ny :={0,1,2,...} und Ny := Ny \ {0}.
Vorbereitung (— vor der Ubung selbstindig zu bearbeiten)

Individualaufgabe U2.1. (Wichtige Begriffe)

Uberpriifen Sie, dass Sie die folgenden Begriffe oder Notationen korrekt definieren konnen.

e NFA und deren Akzeptanzbedingung ¢ Rechtslineare Grammatik
e NFA
¢ Potenzmengenkonstruktion e Reguldrer Ausdruck

Individualaufgabe U2.2. (Automata Tutor: NFAs und Regulire Ausdriicke)

Losen Sie die Aufgaben U2.2 (a-i) auf Automata Tutor.! Beachten Sie, dass wir fiir einen
reguliren Ausdruck r das folgende Makro definieren: r™ := rr*.

Individualaufgabe U2.3. (Konstruieren von NFAs mit Einschrinkungen)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen korrekt sind, und begriinden Sie Thre Behauptung,
indem Sie entweder ein Gegenbeispiel oder eine passende Konstruktion angeben.

Fir jeden NFA N = (Q,X%,0,qo, F') gibt es einen NFA N’ = (Q',%,d, ¢}, F') mit L(N) =
L(N') und ...
(a) der Startzustand hat keine eingehenden Kanten.
(b) kein Endzustand hat eine ausgehende Kante.
)

(c) fir jeden Zustand ¢ gilt: alle eingehenden Kanten von ¢ sind mit demselben Zeichen be-
schriftet.

(d) fir jeden Zustand ¢ gilt: alle ausgehenden Kanten von ¢ sind mit demselben Zeichen
beschriftet.

Zu dieser Aufgabe gibt es Video-Losungen: (a) (b) (c) (d)

"'Wenn Sie Automata Tutor noch nicht verwendet haben, folgen Sie erst den Schritten in 1.2, um sich richtig
zu registrieren.


https://www7.in.tum.de/~esparza/
https://www.tum.de/
https://www21.in.tum.de/team/kappelmk/
https://www21.in.tum.de/~rosskops/
https://www21.in.tum.de/team/stevensl/
https://www.cs.cit.tum.de/tcs/startseite/
https://www.cs.cit.tum.de/tcs/lehre/sommersemester-2023/theo/
https://ivanzuzak.info/noam/webapps/fsm_simulator/
https://automata-tutor.model.in.tum.de
https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u2.3a
https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u2.3b
https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u2.3c
https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u2.3d

Losungsskizze.

(a)

(d)

Ja: Man erstellt vom Startzustand ¢p eine Kopie ¢, die nur die ausgehenden Kanten von
qo erbt. Danach wird g zu einem normalen Zustand, wahrend ¢, zu einem Startzustand
wird. Formal: N' = (Q',X,0, ¢(, F'), wobei

« Q'=QU{q},

« &' =0U{(q,2,9) : (90, 7,9) € 0}

o FF=FU{¢,:q € F}
Nein: Betrachte einen NFA N fiir L = {¢, a}.

Ja: man spaltet jeden Zustand ¢ € () nach dem Buchstaben der eingehenden Kanten auf,
d.h. aus ¢ macht man die Zusténde (g, z) fiir jedes x € X.

Danach setzt man &'((q, z),y, (¢,y)) == d(q,y,¢).

Wird dabei der Startzustand aufgespalten, wéahlt man einen beliebigen daraus hervorge-
henden Zustand als neuen Startzustand.

Nein: Betrachte einen NFA N mit L(N) = {a,b} = . Dann gilt 6(go,a) N F # @ und
0(qo,b) N F # 0.

Ubung und Nachbereitung

Ubungsaufgabe U2.4. (Tick Tock Boom, Blow Up)

Mit |w|, bezeichnen wir die Anzahl der Vorkommen des Buchstabens z € ¥ in w € ¥*. Sei
% ={a,b,¢} und L = {w e ¥* | Iz € 2. |wl|, = 0}.

Konstruieren Sie einen NFA N mit genau 4 Zustédnden und L(N) = L.

Determinisieren Sie den NFA N aus (a) mittels der Potenzmengenkonstruktion um einen
DFA D mit L(D) = L(N) zu erhalten.

Geben Sie eine rechtslineare Grammatik G (geméf Satz 3.13) an, sodass L(G) = L(D).
Ubersetzen Sie die Grammatik G (geméf Satz 3.9) in einen NFA N’; sodass L(N') = L(G).

Vergleichen Sie die NFAs N/ und N beztiglich Zustands- und Transitionszahl. Diskutieren
Sie dann, inwiefern Sie Thre Beobachtung verallgemeinern kénnen.

Losungsskizze.

(a)

Der folgende NFA rét im initialen Zustand welche beiden Buchstaben im Wort auftauchen:

:)a,b
a,b

a,c
()8 )Dee
b,c
@it



(b) Anwendung der Potenzmengenkonstruktion:

a a7b

Q b
RO CQL

\g/

(c) Jeder Zustand entspricht einem Nicht-Terminal, die Terminale sind gerade das Alphabet 3,
der initiale Zustand wird zum Startsymbol. Zur Vereinfachung benennen wir die Zustéinde
von oben nach unten und links nach rechts von A bis (s, wie oben gezeichnet. Dann ergibt
sich folgende Grammatik

e S—aBy|bBy|cBs|al|bl|cl|e
] Bl—>a]b|c\a31]b01|002
. Bg—>a]b|c\bB2|a01|603
. Bg—)@’b|C‘CB3‘CLCQ‘b63
° Cléa]b]aCl\bClch

e Oy —alc|aCy|cCy|bD

U Cg—>b|C’ng|CCg|aD

D —aD | bD | cD

(d) Wir erhalten folgenden Automaten:



(e) Diese Ubersetzung (NFA — DFA — Grammatik — NFA) induziert eine Normalform, in
der es maximal 2 Endzusténde gibt. Die Anzahl der Zustdnde entspricht der Anzahl der
Variablen in der Grammatik plus den dedizierten gy Zustand. Durch die Potenzmengen-
konstruktion von N zu D wird die Zustandzahl vergroBert (moglicherweise exponentiell),
und nachdem die Grammatik fiir jeden Zustand des DFA ein Nichtterminal hat, ist die
Zustandszahl von N’ moglicherweise exponentiell grofer als die von N.

Ubungsaufgabe U2.5. (Teilwérter und regulire Sprachen)

Ein Teilwort eines Wortes w ist ein zusammenhingendes Wort in w. Wir definieren die Menge al-
ler Teilworter von w als [[w] := {w’ € ¥* : w enthilt w'}. Also gilt beispielsweise the, he, theo, e €
L[theo], aber to, theoo ¢ |[theo]. Die Menge aller Worter, von denen w ein Teilwort ist, ist dann
entsprechend definiert als t{w] := {w’ € ¥* : w’ enthilt w}; z.B. thetheotee € 1[theo]. Wir erwei-
tern dies auf Sprachen: Fiir eine beliebige Sprache L C ¥* definieren wir also [[L] := Uer, $[w]

und T[L] := U,er, Tw].
Sei nun ¥ := {t, h,e,0} und L eine beliebige regulére Sprache.

(a) Geben Sie fiir [[theo] und t[theo] einen e-NFA an.
(b) Zeigen Sie, dass |[L] regular ist.
(c) Zeigen Sie, dass 1[L] regulér ist.

Losungsskizze.

(a) eNFA fur |[theo]:

€

€ t h e o)
—> — — — > — >




e-NFA fiir 1[theo]:

by by

OROROOROO RO
—>» E— e e e

Wenn L regulér ist, gibt es einen NFA N = (Q, X, 9, qo, F'), der L akzeptiert und bei dem
jeder Zustand von ¢g erreichbar ist. Wir zeigen, dass es einen e-NFA N’ gibt, der |[L]
akzeptiert, indem wir N modifizieren.

Idee: Da wir alle Teilworter akzeptieren wollen, muss es in N’ moglich sein, ein Prifix zu
iiberspringen. Dafiir fithren wir einen neuen Startzustand ein, der jeden anderen Zustand
mit einem e-Ubergang erreichen kann. Da auch ein beliebiges Suffix geldscht werden darf,
wird jeder Zustand in N, der einen Endzustand erreichen kann, akzeptierend.

Wir definieren also e-NFA N’ = (Q U {¢(}, %, 0, ¢, F') mit ¢{, ¢ Q. Dabei ist
&' =6U{(q,€9) [ q€Q}
F'={qeQ|3we¥* éqw)NF #0}

Im folgenden schreiben wir ¢ —% ¢’ fiir g({q}, w) 3 ¢ und ¢ =Y, ¢ fir & {qt,w) 3 ¢.
Wir miissen zeigen, dass L(N') = |[L]. Sei nun w = a3 - - - a,, € ¥*. Es gilt

weLN') <= ¢)=>yv a1 =% g = an €F (Def. &)
= oY@ Vg EF (Def. 6")
= g% oV @meEr (Def. 6")
= q 2N EF
— Ju.q =% g =N eF (g1 erreichbar von ¢ in N)
= Ju,v.q0 =N @ =N =N q EF (Def. F")
<= Ju,v. uwv € L(N)
— we l[L]

Wenn L regulér ist, gibt es einen NFA N = (Q, %, , qo, F), der L akzeptiert. Wir zeigen,
dass es einen e-NFA N’ gibt, der 1[L] akzeptiert, indem wir N modifizieren.

Idee: Da wir alle Worter akzeptieren, die ein Wort aus L als Teilwort enthalten, muss es
in N’ moglich sein ein beliebiges Préfix, dann ein beliebiges Wort aus L, und dann einen
beliebiges Suffix zu lesen. Also fligen wir einen neuen Startzustand ein, bei dem beliebige
Zeichen gelesen werden kann. Dieser erreicht den alten Startzustand mit einem e-Ubergang.
Statt zu akzeptieren, haben alle in N akzeptierenden Zustand einen e-Ubergang zum neuen
Endzustand. In diesem wird jedes Wort akzeptiert.

Wir definieren also e-NFA N’ = (Q U {q(, qr}, 2, ¢, ¢, {qs}) mit ¢, ¢r ¢ Q. Dabei ist

& =6 U{(qo, 7, qp) | z €T} U{(g0,€,90)}
U{(g.e.q7) | e € F} U{(gr,z,q7) |z €}



Wir miissen zeigen: L(N') = 1[L]. Sei nun w = a; - - - a, € *. Es gilt

w e L] = Ju,w,v.w=uw'vAw €L
< Ju,w’,v. w=uw'v Aw' € L(N)
= Ju,w',v. w =uw'v A q —>]“\}l qn € F
— FJu,w',v. w=uw'vAq —>%I/ gn € F (Def. 6")
< Ju,w,v. w=uw'vAq) =% q —>}’\J,/, In =N aF (Def. 6")
= Ju,w v w=uwv A gy =% gh =N G0 =Y gn —5 qr =% qr (Def. &)
— Ju,w',v. w=uw'v A g —>}(;“/,” qr
— Ju,w',v. w=uw'v A q6 =N 4f
< we L(N'). (Def. &)

Ubungsaufgabe U2.6.

In dieser Aufgabe beschéftigen wir uns mit rekursiven Funktionen und Beweisen auf reguléren
Ausdriicken.

(a)

Geben Sie eine rekursive Funktion empty(r) an, die fiir einen gegebenen reguliren Ausdruck
r entscheidet, ob L(r) = ). Fiir IThre Definition sollten Sie das folgende Gertist verwenden:

o empty(0) = o empty(af) =
o empty(a) =  empty(a|fB) =
o empty(e) = « empty(a®) =

Beweisen Sie mittels struktureller Induktion, dass Ihre Definition korrekt ist. Sie miissen
nur den Fall Konkatenation (also r = «3) behandeln.

Erinnerung: Da reguldre Ausdriicke induktiv definiert sind, sind sie mit einem Induk-
tionsschema ausgestattet. Um zu beweisen, dass eine Eigenschaft P(r) fir alle regulédren
Ausdriicke r gilt, konnen wir dieses Induktionsschema verwenden. Bei Anwendung des
Schemas ergeben sich dann folgende Beweisaufgaben:

o Zeige P(0).

o Zeige P(e).

o Zeige P(a) fiir alle a € 3.

o Unter der Annahme P(«) und P(f), zeige P(af3).

o Unter der Annahme P(«) und P(f3), zeige P(a| ).

o Unter der Annahme P(«), zeige P(«)*.
Dieses Prinzip, welches fiir alle induktiv definierte Strukturen gilt, wird strukturelle In-
duktion genannt.

(optionale Teilaufgabe) Gegeben sein nun folgende Funktion, die bestimmen soll, ob
die von einem reguldrem Ausdruck erzeugte Sprache unendlich viele Worter enthélt. In
anderen Worten soll gelten, dass infinite(r) <= |L(r)| = |N|.



o infinite(@) = false o infinite(af) = infinite(c) V infinite(5)
o infinite(a) = false o infinite(a | B) = infinite(a) V infinite(B)
o infinite(e) = false o infinite(a™) = true

Beweisen Sie, dass die obige Definition korrekt ist oder widerlegen Sie die Korrektheit mit
einem Gegenbeispiel.

Losungsskizze.

(a) Konstruktion

o empty(0) = true o empty(af) = empty(a) V empty(f3)
o empty(a) = false o empty(a | 3) = empty(a) A empty(3)
o empty(e) = false o empty(a*) = false

Korrektheit Wir zeigen L(r) = () <= empty(r) mittels struktureller Induktion.
Fall r =0, r = a, r = €. Trivial.
Fall r = a*.
Wir haben € € L(a*) # 0 <= —empty(a*). Die Aussage gilt per Definition von
empty.
Fall r = af.

Als Induktionshypothesen erhalten wir L(a) = 0 <= empty(a) und L(B) =
) < empty(5).

Es gilt
L(aB) =0 < L(a)L(B)=0

<— L(a)=0VLpB) =0

I.H,

<= empty(a) V empty(83) = empty(af).

Fall » = «a|p5.

Es gelten dieselben Induktionshypothesen wie im vorherigen Fall.
Wir haben

La|B)=0 <= L(a)UL(B) =0
e L(a)=0AL(B) =0

EL empty(a) A empty(8) = empty(a| 8).

(b) Die Definition ist nicht korrekt. Konkret haben wir infinite(a*) = true fir a € {0, €}
aber anderseits |L(a*)| = |[{e}| # [N| und infinite(Pa*) = true aber anderseits |L(0a*)| =
0{a}"| = 0] # IN].

Um die Definition zu reparieren, miissen wir deshalb bestimmen, ob ein Wort w € L(«) mit

€ # w existiert. Umgekehrt betrachtet definieren wir eine Funktion nil mit der Eigenschaft
nil(a) <= L(a) = {¢}.

* nil(Q) = false



| B) = nil(a) A nil(8) V nil(a) A empty(8) V nil(8) A empty(«)

(
(
() = nil(c) A nil(5)
(
(o) = empty(a) V nil(a)

Wir passen die Definition folgendermaflen an.

o infinite(af) = (—empty(«) A infinite(3)) V (mempty(3) A infinite(«))

o infinite(a™) = —nil(a™*)
Wir beweisen zuerst mittels struktureller Induktion, dass nil korrekt definiert ist, d.h. wir
zeigen nil(a) <= L(«a) = {€}.
Fall »r =0, r = a, r = €. Trivial.

Fall » = o™
Als Induktionshypothese erhalten wir, dass nil(at) <= L(a) = {€}. Es gilt

L") = {e} <= L()" = {e}
<— L(a) =0V L(ax) = {¢}
< empty(a) V L(a) = {€}
L empty(a) V nil() ey nil(a™)
Fall r = af.

Als Induktionshypothesen erhalten wir L(a) = {¢} <= nil(a) und L(B) = {¢} <—
nil(53).

Es gilt
L(af) ={e} < L(a)L(B) ={e}
> L(a) ={e} NL(B) = {e}
L nil(a) Anil(8) 2 nil(ap).
Fall » = a|p.
Es gelten dieselben Induktionshypothesen wie im vorherigen Fall.
Wir haben

L(a|B) = {e} <:>L(Oé UL(B) = {e}
L(e) = {e} AL(B) = {e} V L(a) = {e} AL(B) = 0

)

)
VL(B) = {e} A L(a) =0
)=

(6

L(e) = {e} AL(B) = {e} V L(@) = {e} A empty(S)

V L(B) = {e} Aempty(a)
PRI nil(a) A nil(8) V nil(a) A empty(8) V nil(5) A empty(«)
By nil(a | B).



Wir beweisen nun mittels struktureller Induktion, dass die Definition von infinite korrekt
ist. Wir zeigen also infinite(a) <= |L(«a)| = |N|.

Fall » =0, r = a, r = €. Trivial.

Fall =« p.

Als Induktionshypothesen erhalten wir |L(a)| = |[N| <= infinite(a) und |L(B)| =
IN| <= infinite(3).

Es gilt
[L(e| B)] = IN| <= [L(e) U L(B)| = N|
> [L(a)| = N]VIL(B)| = [N|
H infinite(a) V infinite(3)
ey infinite(a | B).
Fall r = af.

Es gelten dieselben Induktionshypothesen wie im vorherigen Fall. Wir haben
|L(af)| = IN| <= [L(a)L(B)| = IN|
> [L(e)| = IN[A[L(B)] # 0V |L(B)| = IN| A [L()| # 0
REEEY infinite(a) A |L(B)| # 0 V infinite(8) A |L(a)| # 0
<= infinite(a) A mempty (/) V infinite(5) A mempty(«)

By infinite(a3).
Fall » = o*. Wir haben

[L(e")| = IN|] <= |L(a)"| = |N|
= L(a)" # {e}
< -nil(a”)

By infinite(a™).



