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« Das Ubungsblatt ist in zwei Teile gegliedert: den Vorbereitungsteil, den Sie vor der Ubung
selbststindig bearbeiten sollen, und den Ubungs-/Nachbereitungsteil, der Aufgaben ent-
hiilt, die in der Ubung besprochen werden und von IThnen anschlieBend zur Nachbereitung
verwendet werden kénnen.

e Das ist nicht das Hausaufgabenblatt! Die Hausaufgaben finden Sie auf einem separaten
Blatt.

o Fiir den Rest des Semesters gilt: N := Ny :={0,1,2,...} und Ny = Ny \ {0}.
Vorbereitung (vor der Ubung selbstindig zu bearbeiten)

Vorbereitungsaufgabe U1.1. (Wichtige Begriffe)

Uberpriifen Sie, dass Sie die folgenden Begriffe und Notationen korrekt definieren kénnen.

e Alphabet X; ¥* o Ableitungsrelation

o Wort w, |wl|, &, ww, w" o Chomsky-Hierarchie

o formale Sprache A; AA, A* AT o Wortproblem

o reflexive transitive Hiille « DFA

o Grammatik G; L(G), AA o Akzeptanzbedingung von DFAs

Vorbereitungsaufgabe U1.2. (Automata Tutor: Grammatiken und DFAs)

Automata Tutor (AT) ist ein Online-Tool, mit dem Sie zu vielen Themen aus dem THEO-Kurs
Aufgaben bearbeiten konnen. Dabei bekommen Sie sogar automatisch individuelles Feedback!
Leider kann es bei hoher Last zu Problemen auf AT kommen. Informieren Sie uns in diesem Fall
bitte auf Zulip.

Bitte legen Sie sich auf AT ein Konto an, das mit Ihrem TUM-Login verkniipft ist. Gehen Sie
hierfir wie folgt vor:

(a) Besuchen die die Webseite https://automata-tutor.model.in.tum.de.

(b) Klicken Sie auf ,TUM Login“ (nicht auf ,,Register*) und geben Sie ihre TUM-Kennung
(z.B. abl2cde) mit Passwort ein, um ein Konto zu erstellen.

(c) Schreiben sich sich unter ,Enroll in course* mit der Kurs-ID ,TUM Theo SS23“ und
Passwort ,FSBMKY2S*“ ein.

(d) Klicken Sie auf ,View“, um die aktuellen Aufgaben einzusehen.
Dann kénnen Sie die Aufgaben U1.2 (a—j) losen.
Fiir die Ubungsaufgaben haben Sie beliebig viele Versuche.
Vorbereitungsaufgabe U1.3. (Sprachen)

Sei ¥ = {a, b} ein Alphabet und W = {aa, aaa,b} eine Menge von Wortern tiber ¥.. Geben Sie,
falls moglich, jeweils mindestens drei Worter an, die innerhalb bzw. auflerhalb der folgenden
Sprachen liegen.


https://www7.in.tum.de/~esparza/
https://www.tum.de/
https://www21.in.tum.de/team/kappelmk/
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https://www.cs.cit.tum.de/tcs/startseite/
https://www.cs.cit.tum.de/tcs/lehre/sommersemester-2023/theo/
https://automata-tutor.model.in.tum.de
https://automata-tutor.model.in.tum.de
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Hinweis: Mit |w|, bezeichnen wir die Anzahl der as in w.

Losungsskizze.
(a) aaa,aab,bbb € A; a,bb,aaab € ¥*\ A (e) €, bab,baabbaab € F;
bb, baab, abba € ¥* \ E
(b) aa,bbaa,bab € B; ba, aba,bba € ¥*\ B
(f) F ={a%}; a,b,aaa € ¥*\ F
(c) € b,aaaabb € C; a,aa,aaabb € ¥X*\ C (@) G = 0;a,aa,aaa € £\ G
(d) D ={e}; a,b,aa € ¥*\ D (h) H=W;a,ab,aab € ¥*\ H

Vorbereitungsaufgabe U1.4. (DFA Konstruktionsideen)

Beschreiben Sie in eigenen Worten, wie man im Allgemeinen einen DFA konstruiert, der eine
Sprache erkennt, die

(a) am Anfang jedes Wortes eine bestimmte Sequenz von Buchstaben fordert,

(b) alle Worter gerader /ungerader Lange enthélt,

(c) alle Worter einer fixierten Lange n enthélt,

(d) alle Worter enthélt, die an einer fixierten Position einen bestimmten Buchstaben enthalten.

Losungsskizze.

(a) Sei uq,...,u, die gewlnschte Sequenz. Wir konstruieren den folgenden DFA:

O=

E\hV TE\{“Q}

sart == (0 ) () m (0D
by
A
start %
V
by

Wenn g zu einem Endzustand gemacht wird, akzeptiert dieser DFA genau alle Worter
gerader Liange. Wird hingegen ¢; zum Endzustand gemacht, so akzeptiert er genau alle
Worter ungerader Lange.

(¢) Der folgende DFA akzeptiert genau alle Wérter der Lange n:

by by by by
amt = ()5 () e ()50



(d) Sei a der gewiinschte Buchstabe an Stelle n.

O=>
Y\ {a}
) > >
start <> (10 )~ () Eo G )0 ) D

Ubung und Nachbereitung

Ubungsaufgabe U1.5. (Grammatiken entwerfen)

Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Sprachen eine passende Grammatik G, sodass L(G) genau
die Sprache ist.

(a) A=={w e {0,1}*:|w| gerade} (c) C = {ww?:w e {a,b}*}
(b) B:={w € {0,1}" : (w)2 gerade} (d) D :={ww: w e {a,b}*} (schwierig)
Hinweise:

o (w)g ist der Wert von w € {0,1}* zur Basis 2, also z.B. (101010)s = 42.
« Wir bezeichnen mit w’ die Spiegelung von w, z.B. (abb)® = bba, ¥ = ¢.

o Eine mogliche Losung von Aufgabenteil (d) erweitert die Grammatik von Aufgabenteil (c)
passend.

Losungsskizze.
(a) G = ({S},{0,1}, P,S) mit P: S — 015 | 10S | 115 | 00S | ¢

(b) G = ({S},{0,1}, P,S) mit P: S — 0S| 15 | 0. Lésung ohne fithrende Nullen:
G=({SX},{0,1},P,S) mit P: § +1X |0 X —0X|1X]0

(c) G==({S},{a,b},P,S) mit P: S — aSa | bSb| e
(d) Hier zwei mogliche Ansétze zur Losung:
1. G=({S,X,0,A,B},{a,b}, P,S) mit Produktionen P wie folgt

S—-X0 O0—e¢ X = XaA | XbB | e
Aa — aA Ba—aB AO — Oa
Ab—bA Bb—bB BO — Ob

Wir schreiben alle Buchstaben das Wortes doppelt und verschieben A und B bis zum
Ende (markiert mit O) und wandeln dort das Zeichen wieder um.

2. G = ({5,X,0,A, B, 4, B}, {a,b}, P, S) mit Produktionen P wie folgt

S— X0 O—¢ X - aXA|bXB|O

0A— 04 AA— A4 AB—BA
OB— OB BA— AB BB— BB
XO—)G Xa—)aa Zb—uzb
BO—b Ba—ba Bb—bb



Wir erzeugen erst wOw?O und verschieben dann alle Buchstaben von der Mitte
beginnend an das Ende (O).

Ubungsaufgabe U1.6. (Erinnere dich)

Sei ¥ :={a,b} und B,, = {w € ¥* | i : w; = wiyn} die Sprache aller Worter tiber X, in denen
an irgendeiner Stelle der gleiche Buchstabe im Abstand n vorkommt. Insbesondere ist By die
Menge aller nichtleeren Worter, und B; die Menge aller Worter, in denen ein Buchstabe zweimal
hintereinander vorkommt. Versuchen Sie in allen Aufgabenteilen DFAs mit moglichst wenigen
Zustdnden anzugeben.

(a) Geben Sie jeweils einen DFA fiir By, By und By an.
(b) Beschreiben Sie kurz, wie der DFA B, fiir beliebige n € N aussieht.

(c) Beurteilen Sie die folgende Aussage: Jeder DFA zu By, hat mindestens Q(2")-viele Zustin-
de.

Losungsskizze. (a):

a,b
a,b a a Q

a.b O start %‘ a<
start %—’>
\b‘
DFA fir By

DFA fir B

DFA fiir By

(b) Der DFA besteht aus einem Start- und einem Endzustand, sowie n “Spalten® zwischen
diesen Zustédnden. Zunéchst liest der DFA n Zeichen ein und bewegt sich dabei in die
jeweils néchste Spalte. Dabei merkt sich der DFA immer die letzten n Zeichen, die er gelesen
hat, in seinem Zustand. In der n-ten Spalte verbleibt der Automat dann, bis entweder das



Wort zu Ende ist (Wort wird abgelehnt) oder der néachste Buchstabe den ersten im Zustand
gespeicherten Buchstaben entspricht (Wort wird akzeptiert).

(c) Die Aussage ist korrekt. Der Beweis ist &hnlich zu dem Beweis in den Vorlesungsfolien zur
Sprache L. (Lemma 3.12)

Ubungsaufgabe U1.7. (Endlich gibt es Beweise)
Sei X ein Alphabet und A, B, C' C ¥* beliebig. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr

oder falsch sind. Geben Sie fiir korrekte Aussagen einen Beweis an und widerlegen Sie falsche
mithilfe eines geeigneten Gegenbeispiels. Zeigen Sie auch die Korrektheit ihres Gegenbeispiels.
(a) A* = A" genau dann wenn (gdw.) € € A
(b) A(BNC)=ABnNAC
(c) Falls A C B, dann A™ C B™ fiir jedes n € Ny.
(d) Unter der Annahme A # () gilt: A = AA gdw. A = A*.
Lésungsskizze. Zu dieser Aufgabe gibt es auch Videolésungen: (a), (b), (c), (d)

(a) Die Aussage ist wahr. Wir zeigen beide Richtungen der Aussage getrennt.

<=: Annahme ¢ € A. Per Definition gilt

A=A =40 [ A" =AU AT = {e}u At

n>0 n>1

Es reicht also e € AT zu zeigen. Nach Vorlesung (VL) wissen wir A A4 = {uv |
u € Aund v € A*}. Wir wissen ¢ € A per Annahme und es gilt stets ¢ € A*. Somit
g€ AA* = AT, [ |
—>: Beweis per Kontraposition (Erinnerung: Eine Aussage A = B ist dquivalent zu
ihrer Kontraposition =B = —A). Annahme ¢ ¢ A. Zu zeigen A* # AT. Da e € A*,
reicht es € ¢ A" zu zeigen. Da AT = |J,;~; A" per Definition, reicht es ¢ ¢ A™ fiir
n > 1 zu zeigen. Der Fall n = 1 gilt per Annahme. Fiir den Fall n > 1 haben wir
A" = AA" Y = {uv | u € Aund v € A" !}, Sei nun w € A™. Dann gibt es u € A
und v € A" ! mit w = uv. Da e ¢ A gilt |u| > 0, somit |w| = |u| + |v| > 0 = |¢| und
somit w # €. O

(b) Die Aussage ist falsch. Wéahle A = {a,aa}, B = {b} und C' = {ab}. Dann gilt

ABNC)=AD =0 # {aab} = {ab, aab} N {aab,aaab} = ABN AC.

(c) Die Aussage ist wahr. Annahme (Ann.) A C B. Wir zeigen die Aussage per Induktion
iiber n. Fiir den Fall n = 0 gilt A = {¢} = B Im Fall n + 1 gilt A" C B" per
Induktionshypothese (IH). Wihle nun w € A" = AA™ = {uv | u € A und v € A"}. Das

Ann. H
heifit es gibt u € A in B und v € A" C B"™ mit w = uv. Somit w = uv € BB" = B+,
O

(d) Die Aussage ist wahr. Annahme A # (). Wir zeigen beide Richtungen der Aussage getrennt.


https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u1.5a
https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u1.5b
https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u1.5c
https://teaching.model.in.tum.de/2021ss/theo/video-u1.5d
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Annahme A = A*. Wir zeigen A* = A*A*. Da € € A* gilt A* = {e}A* C A*A*. Sei
nun w € A*A*. Dann existieren nach Definition u,v € A* mit w = wv. Weiterhin exis-

tieren uy, ..., Um, V1, ...,y € Amit m,n € N sodass u = uj « - Uy, und v = vy - - - vy,.
Somit w = Uy -+ - Upvy - -V, € AT C A* und damit A*A* C A*. Insgesamt also

Annahme A = AA. Nach Definition gilt A C A*. Bleibt noch A* C A zu zeigen.
Aufgrund der Definition von A* reicht es A” C A fiir n € N zu zeigen. Wir zeigen
die Aussage per Induktion iiber n.

Im Fall n = 0 gilt es A? = {¢} C A zu zeigen. Sei hierfiir w € A = AA ein kiirzestes

Wort. Dann lésst sich w in zwei Worter u, v € A mit |w| = |u| 4 |v| faktorisieren. Da
w ein kirzestes Wort ist, gilt |w| < |u| und |w| < |v|. Somit |w| = |u| = |v| = 0, also
w = e.

I n+l _ n IH Ann.

m Fall n + 1 folgt A = AA" C AA =" A. O



